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Resumen

Un problema clasico de Teorfa de Grafos es encontrar un camino que pase por varios puntos, sélo
una vez, empezando y terminando en un lugar (camino hamiltoniano). Al agregar la condicién de que
sea la ruta mas corta, el problema se convierte uno de tipo TSP (Traveling Salesman Problem). En
este trabajo nos centraremos en un problema de tour turistico por la ciudad de Panama,
transformandolo a un problema de grafo de tal manera que represente la situacién planteada.
Palabras clave: Grafos, ciclo hamiltoniano, camino hamiltonia, Traveling Salesman Problem.

Abstract

A classic problem of Graph Theory is to find a path that passes through several points, only once,
starting and ending in one place (hamiltonian path). When adding the condition that it is the shortest
route, the problem becomes one of type TSP (Traveling Salesman Problem). In this paper we will
focus on a tourist tour problem in the city of Panama, transforming it into a graph problem in such a
way as to represent the situation posed.

Keywords: Hamiltonian cycle, Hamiltonian path, Traveling Salesman Problem.

1 Introduccion

En este trabajo presentaremos una aplicacion de la teorfa de grafos al turismo de Panama, en particular
los grafos hamiltonianos para obtener tour. Algunos algoritmos para obtener una solucién se pueden
encontrar en (Gibbons, 1994). Nuestro objetivo es mostrar la importancia de la modelizacién y como
utilizar algoritmos para resolver el problema. Trataremos un problema ilustrativo, lo llevaremos a un
problema de grafos, para analizar la existencia de tours. Utilizaremos programas hechos por el autor
en C++ para obtener una solucion.
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2 Conceptos basicos

Un grafo G consiste de un conjunto finito no vacio V(@) de elementos llamados vértices (o nodos),
y un conjunto finito E(G) de pares sin orden de elementos de V(@) llamados aristas. También se

suele definir como una triada G = (T, V(G), E(G)) donde
IE(G) » {{u,v}:u,v € V(G)}
Notacion. Las aristas se denotan por {u, v} o por uv.
Su suele representar el grafo G mediante un diagrama de puntos (vértices) y lineas (atistas).

Un camino en G es un conjunto finito de aristas de la forma VoV, V1Vy,.., Vy—1V, en el cual dos
aristas son adyacentes o idénticas. Si Vg = v, se dice que el camino es un ciclo y el resto de vértices
son distintos entres ellos y con vy, llamamos ciclo hamiltoniano si el ciclo contiene todos los vértices
del grafo G y de manera analoga, un camino es hamiltoniano si pasa por todos los vértices s6lo una
vez. Por dltimo, un grafo es hamiltoniano si posee un ciclo hamiltoniano.

Para obtener un camino hamiltoniano basta considerar el problema de los ciclos hamiltonianos. Para
eso enunciaremos algunos teoremas que nos ayudara,

Teorema 1 (Ore, 1960) Si G es un grafo simple con n (n = 3) vértices, y
grad(v) + grad(w) > n
Para cada par de no adyacentes vértices ¥ y W, then G es Hamiltoniano.

La funcién grad:V(G) — N nos dice cuantos vértices se conectan con el vértice v, es decir, es el
cardinal del conjunto {vx:x € V(G)}.

Demostracion. Ver (Wilson, 1996)

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente:

Teorema 2 (Dirac, 1952) Si G es un grafo simple con n (n = 3) vértices, y si

grad(v) = n/2 para cada vértice v, entonces G es Hamiltoniano.

El teorema 2 nos da las condiciones para la existencia de un ciclo hamiltoniano. Ver (Diestel, 2000)
Otro resultado que nos dira sobre la existencia sobre un ciclo hamiltoniano es el siguiente:

Teorema 3 Sea G un grafo no dirigido. Existe un camino hamiltoniano en G si y sélo si G* es

hamiltoniano, donde V*(G*) = V(G) U {a}y E*(G*) = E(G) U {{a,x}:x € V(G)}.
Bosquejo de prueba.

Siguiendo la Fig 1. Supongamos que existe un camino hamiltoniano H en G con extremo vy y V.
Este camino también le pertenece a G* (ver Fig 2.), basta afiadir v,a y v,a patra tener un ciclo
hamiltoniano en G*.
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Fig. 1 Ciclo hamiltoniano. Fig. 2 Camino hamiltoniano

Supongamos que existe el ciclo hamiltoniano (ver Fig 2.) W en G*, eliminando vya y v,a obtenemos
un camino hamiltoniano como el que aparece en Fig 1.

3 Tour por la capital de Panama

Supongamos que somos duefio de una agencia de organizar tour por los centros turisticos de Panama.
Queremos obtener una ruta que pase por todos los puntos siguientes: 1-Multicentro, 2-Casco Viejo,
3- Cinta costera, 4-Centro de visitantes de Miraflores, 5-Panama vieja, 6-Albrook Mall, 7-Centro de
visitantes del Parque Natural Metropolitano, 8-Centro Natural Punta Culebra, 9-Isla Flamenco, 10-
Biomuseo, 11-Mirador de las Américas, 12-Cerro Ancén, 13-Calzada de Amador, 14-Museo del Canal
Interoceanico de Panama, 15-Parque Municipal de Summit.

Con la condicién de pasa por todos ellos sin repetir ninguno, ademds que sea la ruta mas corta con
respecto a la distancia en kilometros. En la tabla siguiente se resume las distancias entre los puntos
antes mencionados.

Tabla 1. Distancias entre puntos

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 0 41 | 31 |124 |61 | 53|47 |[138]149|115)/106| 56 [135] 44 |22.1
2 4.1 0 23110211156 | 51 |107|119| 77 | 75 | 2.8 |10.5)|0.29 | 27.5
3 31 | 23 0O |108| 88 | 6.2 | 57 [121]133] 99 | 89 4 119 2.8 | 20.2
4 |124/102]108| O |19.7| 86 | 124 164|176 142|132 | 87 |16.2| 12 [11.2
5 6.1 |11.1) 88 |19.7| O 9.8 8 |175)|18.6 152|142 ]11.2|17.2|10.1]22.2
6 53 | 56 | 62 | 86 | 9.8 0 16 | 12 | 132|198 | 88 | 43 | 118 | 7.6 | 183
7 47 | 51 | 57 |124]| 8 1.6 0 122133 | 99 9 74 1119 | 7.7 | 21.8
8 |138)10.7 121|164 |175| 12 |122| O 21 | 3.2 8 84 | 0.7 | 7.9 | 25.7
9 [149|119|133|176|186[13.2 133 | 2.1 0 43 [ 91 | 96 | 1.8 | 9.1 | 26.9
10 |115| 7.7 | 99 [142|152| 98 | 99 | 3.2 | 43 0 49 | 53 3 5.1 | 22.6
11 | 106 | 75 | 89 |13.2|14.2| 838 9 8 9.1 | 49 0 85 106 | 8 |254
12 | 56 | 2.8 4 87 (112|143 | 74 | 84 | 96 | 53 | 85 0 7.7 | 3.5 | 18.6
13 |135]105]119|16.2 172|118 |119| 0.7 | 1.8 3 |106)| 7.7 0 7.2 | 25
14 | 44 1029| 28 | 12 |101) 76 | 77 | 79 | 91 | 51 8 35| 72 0 20
15 | 22.1|275]20.2|11.2|22.2|183|21.8|257|26.9|226|254|186| 25 20 0

Transformando nuestro problema de ruta en un de grafo, donde G con
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V(G) ={1,2,3,4,5,6,7,89,10,11,12,13,14,15} los puntos turisticos a visitar y E(G) representa la
ruta entre el punto turistico X y el punto turistico y, ademds asumimos que podemos ir en los sentidos,
es decir que Xy e yx representa la misma ruta.

Aplicando un programa elaborado en C++ nos proporciona la siguiente solucion:
1-5-7-6-11-8-13-9-10—-14-2-12—-15-4-3

Con una distancia total de 88.09 km.

Podemos suponer varias escenas:

1. El punto de inicial y final puede ser cualquier lugar turistico. Entonces podemos utilizar el

teorema 3, para incorporar un lugar turistico ficticio que se conecta con los demas lugares,
para determinar un ciclo hamiltoniano.
Vamos a considerar el grafo G con V(G) = {1,2,34,5,6,7,8,9} y E(G) como se defini6 al
principio. El nuevo grafo G* con V*(G*) = {1,2,34,5,6,7,8,9,10} y E*(G*) con 10-lugar
turistico ficticio cuya distancia a todos los demas puntos son igual a 10 km. Obtenemos la
soluciéon: 9 —8 —2—-3—-5—-1—7 — 6 — 4 con distancia 58.8 km.

2. El punto inicial y final lo cambiamos por temporada. Ejemplo: Iniciamos en 3 y terminamos
en 7, debemos agregar dos nuevas aristas que son {3, 10} y {7,10}, donde 10 representa el
lugar turistico ficticio. En este caso el grafo G ™ no posee ciclo hamiltoniano y tampoco camino
hamiltoniano.

3. Podemos eliminar puntos turisticos e incorporar nuevos puntos tutisticos.

4. Dos o mas rutas con puntos en comun.

4 Conclusiones

Los anteriores ejemplos muestran la aplicabilidad de conceptos basicos de la Matematica, que se
pueden utilizar en diferentes situaciones que tienen igual raiz, por ejemplo: tour turistico, transbordo
del metro bus, transbordo del metro de Panama, transporte de mercancias, entre muchas otras. En el
caso que no existiera el ciclo hamiltoniano se puede analizar la relajaciéon de las condiciones o la
eliminacion, ya que con pequefias modificaciones se pueden obtener un camino.

En el caso de que aplicaramos las ideas anteriores a una compania de reparto o transporte, por ejemplo,
estarfamos trabajando con mas vértices, podrian ser 50, 100, o mas. Por lo que el algoritmo exacto que
hemos utilizado tendrfamos que cambiarlo (no obtenemos una solucién Optima en un tiempo
razonable) por un metaheuristico, que nos proporcionarfa una solucion factible, pero el inconveniente
que no garantiza que es la 6ptima.
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